
概率论第 4 次习题课讲义

宗语轩

2022 秋, USTC

0.1 期中考试(预)复习建议

优先顺序: 笔记 + 作业题 > 习题课 + 精选题 > 往年真题. 按近两年惯例, 笔记 + 作业题中一定
会出原题, 另外一般会出一道精选题 (不是必然事件), 另外注意以下几点:

1. 复习笔记一定要关注笔记出现的基本的概念定义 (如事件域、概率空间、概率测度、独立性、
随机变量和分布函数等)、定理引理和概念辨析 (联系和反例, 这部分也可以配合习题课讲义
一同食用), 同时对最典型最深刻的例子要熟练掌握.
例如: 举一个离散随机变量 X,Y , 他们不相关但不独立的例子.

2. 总体来说, 教材前两章更偏重基本概念的理解及运用 (当然也可能从中出难题,
若考到默写题和简单的寄算和古典概型问题千万不要阴沟里翻船),第三章 +母函数相对来说
内容很多且尤为重要, 一方面接触到期望/方差/协方差/条件期望等这些概念, 以及随机游走
模型和母函数方法. 另一方面从这里出题的话也会更为综合.
同时, 也不要忽视和学过课程知识的结合 (淑芬线代甚至简单的初等数论等等).
如果连笔记和作业题这种原题都送不到手, 最后总评没给到优秀的话您还是别嚷嚷给分了.

3. 考试很可能会有一定难度 (可以适当参考往年真题), 遇到难题的话只要有任何可能合理的想
法, 公式等等一定要写在答卷上, 能猜答案的一定要猜答案, 遇到分类讨论的题目把简单情形
也要写上 · · · 不管最后批卷松紧如何, 批改原则一定是量化给过程分.

1 作业讲评

注. 作业中有两个常见问题:

1. 运用概率方法求解问题时, 一定要有概率条件假设的前提.

2. E[Y |X] 为一个与 X 有关的随机变量, 而 E[Y |X = x] 是一个定值. 3.7.1 中

E[Y |X = x] =
∑
y

yfY |X(y|x) ̸= E[Y |X]
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3.4.4 另解: 设 Xk 为第 k 次交换后 R 中红球个数, 我们有

P(Xk+1 = a+ 1|Xk = a) =
(
1− a

n

)2
, P(Xk+1 = a|Xk = a) = 2

a

n

(
1− a

n

)
P(Xk+1 = a− 1|Xk = a) =

(a
n

)2
.

利用条件期望, 有

E[Xk+1] = E[E[Xk+1|Xk]]

= (E[Xk] + 1)

(
1− E[Xk]

n

)2

+ 2E[Xk]
E[Xk]

n

(
1− E[Xk]

n

)
+ (E[Xk]− 1)

(
E[Xk]

n

)2

=

(
1− 2

n

)
E[Xk] + 1.

解得

E[Xk] =
n

2

(
1 +

(
1− 2

n

)k
)
.

3.4.7 对顶点集 V = {v1, v2, · · · , vn}, 随机选取 W ⊆ V , 使得 P(vi ∈ W ) = P(vi /∈ W ) =
1

2
且相

互独立. 则对 ∀e ∈ E, 有

E[IW (e)] = 2×
(
1

2

)2

=
1

2
.

因此

E[NW ] =
∑
e∈E

E[IW (e)] =
|E|
2

.

故存在集合 W ⊆ V , 使得 NW ⩾ |E|
2

.

3.6.5 (a) 我们有

E
[
log fY (x)

fX(x)

]
=
∑
x

(
fX(x) log fY (x)

fX(x)

)
⩽
∑
x

fX(x)

(
fY (x)

fX(x)
− 1

)
=
∑
x

fY (x)−
∑
x

fX(x) = 0.

等号当且仅当 fX(x) = fY (x), ∀x ∈ R 取等, 即 X
d
= Y .

(b) 我们有

E
[
log fX(x)fY (y)

f(x, y)

]
=
∑
x,y

(
f(x, y) log fX(x)fY (y)

f(x, y)

)
⩽
∑
x,y

f(x, y)

(
fX(x)fY (y)

f(x, y)
− 1

)
=
∑
x,y

fX(x)fY (y)−
∑
x,y

f(x, y) = 0.

等号当且仅当 fX(x)fY (y) = f(x, y), ∀x, y ∈ R 取等, 即 X,Y 独立.
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5.1.7 注意到

G(x) = G(x, 1, 1, 1) =
1

2
(x+ 1), G(x, y) = G(x, y, 1, 1) =

1

4
(x+ 1)(y + 1).

及

G(x, y, z) = G(x, y, z, 1) =
1

8
(x+ 1)(y + 1)(z + 1).

可知

G(x, y) = G(x)G(y), G(x, y, z) = G(x)G(y)G(z), G(x, y, z, w) ̸= G(x)G(y)G(z)G(w).

5.1.9 三者都是母函数. 因为

G(s) 是概率母函数 ⇐⇒ G(s) 系数非负且 G(1) = 1.

前两个自行验证. 最后一个注意到

G(α) =
∞∑
k=0

αkP(X = k),
G(αs)

G(α)
=

∞∑
k=0

αkP(X = k)

G(α)
sk

即可.

补充题 1 证明: 存在 ε1, · · · εn ∈ {−1, 1}, 使得(
n∑

i=1

εiai

)2

⩾
n∑

i=1

a2i .

证明. 令 ε1, · · · εn i.i.d P(εi = 1) = P(εi = −1) =
1

2
. 则有

E

( n∑
i=1

εiai

)2
 =

n∑
i=1

E[ε2i a2i ] + 2
∑

1⩽i<j⩽n

E[εiεjaiaj] =
n∑

i=1

a2i .

故存在 ε1, · · · εn ∈ {−1, 1}, 使得 (
n∑

i=1

εiai

)2

⩾
n∑

i=1

a2i .

补充题 2 见本讲义例 2.4.
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2 专题选讲

2.1 概率母函数

定义 2.1. 非负整数值随机变量 X 的(概率) 母函数: GX(s) := E[sX ] =
∞∑
i=0

siP(X = i).

定义 2.2. (X,Y ) 非负整数值向量, 联合概率母函数

G(s, t) := E[sXtY ] =
∞∑

i,j=0

sitjP(X = i, Y = j).

G(s) 为概率母函数的判定条件: G(s) 系数非负, G(1) = 1.
概率母函数的优点是它简单, 在离散型随机过程中会用到相关结果. 后续的一一对应说明, 对

这类随机变量概率分布的研究可转化为母函数的研究, 加之母函数是一类幂级数, 有许多好的性质
以便于处理, 尤其用于求概率分布的数字特征 (矩) 上. 缺点一方面是其局限性大 (仅适用于非负整
数值随机变量), 另一方面是不能用其完全确定分布函数. 以上问题会通过引入特征函数来解决, 以
后上课会讲.

概率母函数的性质:

(1) 唯一性: 对非负整值随机变量 X, 母函数 ⇐⇒ 分布列.
⇐=: 定义;
=⇒: GX(s) 是在 (−R,R) 内任意阶可微的幂级数 (R ≥ 1), 并有

P(X = i) =
G(i)(0)

i!
.

(2) 算矩: E[X] = G′(1), E[X(X−1) · · · (X−k+1)] = G(k)(1), V ar(X) = G′′(1)+G′(1)(1−G′(1)).

(3) 卷积: 设 X1, · · · , Xn 相互独立, Gk(s) = E[sXk ]. 则 Y =
n∑

k=1

Xk 母函数为

GY (s) = G1(s) · · ·Gn(s).

(4) 套娃: 设 {Xk : k ≥ 1}i.i.d, 母函数为 GX(s), 随机变量 N 与 {Xk : k ≥ 1} 独立, 其母函数为

GN(s). 则 Y =
N∑
k=1

Xk 有母函数

GY (s) = GN (GX(s)) .

(5) 独立: X 与 Y 独立 ⇔ G(s, t) = GX(s)GY (t).

例 2.1. 计算以下常见离散型的母函数及矩:
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(1) 二项分布: X ∼ B(n, p), GX(s) =
n∑

i=0

Ci
np

iqn−isi = (ps+ q)n. 利用

G′
X(1) = np(ps+ q)

∣∣∣
s=1

= np, G′′
X(1) = n(n− 1)p2(ps+ q)

∣∣∣
s=1

= n(n− 1)p2

可求得

E[X] = np, V ar(X) = np(1− p).

(2) 几何分布: X 服从参数为 p 的几何分布,GX(s) =
∞∑
i=1

pqi−1si =
ps

1− qs
. 利用

G′
X(1) =

p

(1− qs)2

∣∣∣
s=1

=
1

p
, G′′

X(1) =
2pq

(1− qs)3

∣∣∣
s=1

=
2(1− p)

p2

可求得

E[X] =
1

p
, V ar(X) =

1− p

p2
.

(3) 泊松分布: X ∼ P (λ), GX(s) =
∞∑
i=0

si
λi

i!
e−λ = eλ(s−1). 利用

G′
X(1) = λeλ(s−1)

∣∣∣
s=1

= λ, G′′
X(1) = λ2eλ(s−1)

∣∣∣
s=1

= λ2

可求得

E[X] = V ar(X) = λ.

注. 可以通过母函数来验证一些离散型随机变量的可加性:
二项分布: X1 ∼ B(n1, p), X2 ∼ B(n2, p), X1 与 X2 独立, 则

GX1+X2(s) = (ps+ q)n1+n2

即 X1 +X2 ∼ B(n1 + n2, p).
泊松分布: X1 ∼ P (λ1), X2 ∼ P (λ2), X1 与 X2 独立, 则

GX1+X2(s) = e(λ1+λ2)(s−1)

即 X1 +X2 ∼ P (λ1 + λ2).

引理 2.1. 设 {Xk : k ≥ 1} i.i.d X, 随机变量 N 与 {Xk : k ≥ 1} 独立, Y =
N∑
k=1

Xk. 用母函数的方法

证明:
E[Y ] = E[N ] · E[X], V ar(Y ) = E[N ] · V ar[X] + V ar[N ] · (E[X])2.

注. 在本课程的作业和考试中若使用该引理必须给出证明.
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证明. 记 X 的母函数为 F (s), N 的母函数为 G(s). 则 Y 的母函数为 Y (s) = G(F (s)). 而

Y ′(s) = G′(F (s))F ′(s), Y ′′(s) = G′′(s)(F (s))(F ′(s))2 +G′(F (s))F ′′(s).

因此有

E[Y ] = Y ′(1) = G′(F (1))F ′(1) = G′(1)F ′(1) = E[N ] · E[X]

及

V ar(Y ) = Y ′′(1) + Y ′(1)− (Y ′(1))2 = G′′(1)(F ′(1))2 +G′(1)F ′′(1) +G′(1)F ′(1)− (G′(1)F ′(1))2

= G′(1)(F ′′(1) + F ′(1)− (F ′(1))2) + (F ′(1))2(G′′(1) +G′(1)− (G′(1))2)

= E[N ] · V ar[X] + V ar[N ] · (E[X])2.

例 2.2. 设 SN = X1 +X2 + · · · +XN 为 N 个相互独立的随机变量之和, 其中每个随机变量等概率
地取值 1, 2, · · · ,m. 求:

(1) SN 的概率母函数 G(s).

(2) 关于 k 的序列 P(SN ⩽ k) 的母函数 G1(s).

(3) 设 N 服从参数为 p ∈ (0, 1) 的几何分布, 且 N 与 {Xk : k ≥ 1} 独立, 试回答 (2) 中的问题.

解. (1) 我们有

G(s) = (E[SX ])N =

(∑m
k=1 s

k

m

)N

=

(
s(1− sm)

m(1− s)

)N

.

(2) 注意到 P(SN ⩽ 0) = 0, 我们有

G(s) =
∞∑
k=1

P(SN = k)sk =
∞∑
k=1

(P(SN ⩽ k)−P(SN ⩽ k−1))sk =
∞∑
k=1

P(SN ⩽ k)sk−s

(
∞∑
k=1

P(SN ⩽ k)sk

)

因此

G1(s) =
∞∑
k=1

P(SN ⩽ k)sk =
G(s)

1− s
=

sN(1− sm)N

mN(1− s)N+1
.

(3) 记 N 的母函数是 GN(s), 例 2.1 已求得 GN(s) =
ps

1− (1− p)s
, 故 (2) 中母函数 G0(s) 为

G0(s) = GN(G1(s)) =
pG1(s)

1− (1− p)G1(s)
=

ps(1− sm)

m(1− s)2 − s(1− sm)(1− s)(1− p)
.
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2.2 一维简单随机游走

S0 = a, Sn = Sn−1+Xn = S0+
n∑

i=1

Xi X1, · · · , Xn 相互独立,且 P(Xi = 1) = p,P(Xi = −1) = q,

这里 p+ q = 1.

注. p =
1

2
时, 对称简单随机游走.

课堂上我们已经讲了双吸收壁模型、时齐性 + 空齐性 +Markov 性、计数 Nn(a, b)、反射原理

及其应用—投票定理, 接下来我们再补充一些内容.
我们先回顾投票定理:

定理 2.1 (投票定理). 若 b > 0, 则

#{从(0, 0)到(n, b)且不再过x轴轨道} =
b

n
Nn(0, b).

由此推出:

定理 2.2 (不返回出发点). S0 = 0, n ≥ 1, 则

P(S1S2 · · ·Sn ̸= 0, Sn = b) =
|b|
n
P(Sn = b).

因此有

P(S1S2 · · ·Sn ̸= 0) =
1

n
E[|Sn|].

证明. 不妨设 b > 0, 利用投票定理得

P(S1S2 · · ·Sn ̸= 0, Sn = b) =
b

n
Nn(0, b)p

n+b
2 q

n−b
2

=
b

n
P(Sn = b).

设 Mn = max{Si : 0 ≤ i ≤ n}, 当 S0 = 0 时, Mn ≥ 0.

定理 2.3. S0 = 0, r ≥ 1, 则有

P(Mn ≥ r, Sn = b) =


P(Sn = b), b ≥ r,(
q

p

)r−b

P(Sn = 2r − b), b < r.

证明. 仅考虑 b < r, 记
Q = {(0, 0) → (n, b)且过某点(i, r)}

∀π ∈ Q, 记 (iπ, r) 为 π 与 y = r 的第一个交点, 然后反射 (iπ, r) 后面部分得到新轨道 π′(连接 (0, 0)

与 (n, 2r − b)), 两者有 1− 1 对应. 而

P(π)
P(π′)

=
p

n+b
2 q

n−b
2

p
n+2r−b

2 q
n−2r+b

2

=

(
q

p

)r−b

,
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因此

P(Mn ≥ r, Sn = b) =
∑
π∈Q

P(π) =
(
q

p

)r−b∑
π′

P(π′) =

(
q

p

)r−b

P(Sn = 2r − b).

注. 当 p =
1

2
时,

P(Mn ≥ r) = P(Sn ≥ r) +
r−1∑

b=−∞

(
q

p

)r−b

P(Sn = 2r − b)
c=2r−b
====== P(Sn ≥ r) +

+∞∑
c=r+1

(
q

p

)c−r

P(Sn = c)

= P(Sn = r) +
+∞∑

c=r+1

(
1 +

(
q

p

)c−r
)
P(Sn = c)

p= 1
2==== P(Sn = r) + 2P(Sn ≥ r + 1).

定理 2.4 (首中时定理). S0 = 0, 在时刻 n 首次击中点 b 概率为

fb(n) =
|b|
n
P(Sn = b), n ≥ 1.

证明. 不妨设 b > 0, 注意此时 t = n 时达到新的最大值点, 因此

fb(n) = P(Sn = b,Mn−1 = b− 1, Sn−1 = b− 1) = P(Mn−1 = Sn−1 = b− 1, Xn = 1)

= pP(Mn−1 = b− 1, Sn−1 = b− 1)

= p (P(Mn−1 ≥ b− 1, Sn−1 = b− 1)− P(Mn−1 ≥ b, Sn−1 = b− 1))

定理2.3
====== pP(Sn−1 = b− 1)− p · q

p
P(Sn−1 = b+ 1) =

n+ b

2n
P(Sn = b)− n− b

2n
P(Sn = b)

=
b

n
P(Sn = b),

注. 对比定理 2.1 和定理 2.2, 思考能否类同投票定理计数观点来说明上述定理?

定理 2.5. p =
1

2
, S0 = 0, 记最后一次访问原点: T2n = max{0 ≤ i ≤ 2n : Si = 0}, 则有

P(T2n = 2k) = P(S2k = 0)P(S2n−2k = 0).

证明.
P(T2n = 2k) = P(S2k = 0, S2k+1 · · ·S2n ̸= 0) = P(S2k = 0)P(S2k+1 · · ·S2n ̸= 0 | S2k = 0)

时齐性
===== P(S2k = 0)P(S1S2 · · ·S2n−2k ̸= 0).

令 m = n− k,

P(S1 · · ·S2m ̸= 0)
定理2.2
======

1

2m
E[|S2m|] =

2

2m

m∑
i=1

2i · P(S2m = 2i) = 2

(
1

2

)2m m∑
i=1

m+ i− (m− i)

2m

(
2m

m+ i

)
= 2

(
1

2

)2m m∑
i=1

((
2m− 1

m+ i− 1

)
−
(
2m− 1

m+ i

))
=

(
1

2

)2m(
2m

m

)
= P(S2m = 0).
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注. P(S1S2 · · ·S2m ̸= 0) = P(S2m = 0).

Stirling 公式: n! ∼
(n
e

)n √
2πn, n → ∞. 因此

P(S2k = 0) =

(
1

2

)2k (
2k

k

)
∼ 1√

πk
, k → ∞,

P(S2n−2k = 0) ∼ 1√
π(n− k)

, n− k → ∞.

例 2.3 (反正弦律). 接定理 2.5, n → +∞ 时, 我们有

P(T2n ≤ 2xn) =
∑

k:k≤xn

P(T2n = 2k) ∼
∑
k
n
≤x

1

π
√
k(n− k)

=
∑
k
n
≤x

1

π

1√
k
n

(
1− k

n

) · 1n
∼
ˆ x

0

du
π
√

u(1− u)
=

2

π
arcsin

√
x,

即
T2n

2n
的渐近分布为

2

π
arcsin

√
x.

例 2.4. 直线上简单随机游动 Sn =
n∑

k=1

Xk, S0 = 0, 这里 Xi i.i.d 且 P (Xi = 1) = p, P (Xi = −1) =

1− p, 0 < p < 1.

(1) 求 E(Sn), V ar(Sn), Cov(Sm, Sn).

(2) Y 服从参数为 p 的几何分布且与 {Xk} 独立时, 求 V ar(SY ).

(3) 对正整数 k, 求 Sn+k 关于 Sn 的条件分布列 fSn+k|Sn 与条件期望 E[Sn+k|Sn].

(4) 求 P(S1 ⩾ −1, S2 ⩾ −1, · · ·S2n−2 ⩾ −1, S2n−1 = −1).

解. (1) 我们有

E[Sn] =
n∑

i=1

E[Xi] = n(2p− 1),

V ar(Sn)
��
==

n∑
i=1

V ar(Xi) = n(E[X2
i ]− (E[Xi])

2) = n(1− (2p− 1)2) = 4np(1− p),

Cov(Sm, Sn) =
m∑
i=1

n∑
j=1

Cov(Xi, Xj) =

min{m,n}∑
i=1

V ar(Xi) = 4min {m,n} p(1− p).

(2) 可直接取条件期望或母函数计算求解, 也可以通过引理 2.1(在本课程的作业和考试中若使用该
引理必须给出证明) 求得

V ar(SY ) = E[Y ]·V ar[X1]+V ar[Y ]·(E[X1])
2 =

1

p
·4p(1−p)+

1− p

p2
·(2p−1)2 =

(1− p)(8p2 − 4p+ 1)

p2
.
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(3) 利用空齐性和时齐性, 我们有

P(Sn+k = a+ b|Sn = a) = P(Sk = b|S0 = 0) =


(

k
k+b
2

)
p

k+b
2 (1− p)

k−b
2 , 2 | (k + b)

0, 2 ∤ (k + b)

且有

E[Sn+k|Sn] = E[Sn+Xn+1+· · ·+Xn+k|Sn] = Sn+
n+k∑

k=n+1

E[Xk|Sn]
独立
==== Sn+

n+k∑
k=n+1

E[Xk] = Sn+k(2p−1).

(4) 利用首中时原理, 我们有

P(S1 ⩾ −1, · · ·S2n−2 ⩾ −1, S2n−1 = −1) =
1

1− p
P(S1 ⩾ −1, · · ·S2n−2 ⩾ −1, S2n−1 = −1, S2n = −2)

=
1

1− p
P(S1 ⩾ −1, · · ·S2n−2 ⩾ −1, S2n−1 ⩾ −1, S2n = −2)

=
1

1− p

2

2n
P(S2n = −2)

=
1

n(1− p)

(
2n

n+ 1

)
pn−1(1− p)n+1.

2.3 一维简单随机游走的双吸收壁模型及其应用

在课堂上我们已解决如下问题:
问题: 粒子在 t = 0 时处于 x = k, 在 x = a, b 处各有一个吸收壁 (移动到 a 或 b 处时停止). 现在粒
子进行一维简单随机游走, 求粒子在 x = a, b 处吸收概率. (a < k < b)

解. 记 pk为初始处于x = k且最后在x = a吸收概率, p∗k为初始处于x = k且最后在x = b吸收概率, 第
一步之后全概率公式

pk = ppk+1 + qpk−1, a < k < b

边界条件: pa = 1, pb = 0, 记 r =
q

p
, 则

pk+1 − pk = r(pk − pk−1)

解之

pk =


rk−a − rb−a

1− rb−a
, r ̸= 1,

1− k − a

b− a
, r = 1.

p∗k =


1− rk−a

1− rb−a
, r ̸= 1,

k − a

b− a
, r = 1.
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这就是一维简单随机游走的双吸收壁模型, 下面我们继续探究其性质.

例 2.5. 双吸收壁模型下, 记 T 为粒子初始状态在 k 下被吸收时经过的总时间, 求 Ek[T ].

解. 取条件期望, 有

Ek[T ] = p(Ek+1[T ] + 1) + q(Ek−1[T ] + 1) = pEk+1[T ] + qEk−1[T ] + 1.

记 r =
q

p
, 化简得

Ek+1[T ]− Ek[T ] = r(Ek[T ]− Ek−1[T ])−
1

p

再利用 0 = Eb[T ]− Ea[T ] =
b−1∑
k=a

(Ek+1[T ]− Ek[T ]), 可得

Ek+1[T ]− Ek[T ] =


1

p

(
rk−a(b− a)

1− rb−a
+

1

r − 1

)
, r ̸= 1,

b+ a− 2k − 1, r = 1.

所以

Ek[T ] = Ek[T ]− Ea[T ] =
k−1∑
t=a

(Et+1[T ]− Et[T ]) =


1

q − p

[
(k − a)− (b− a)

(
1− rk−a

1− rb−a

)]
, r ̸= 1,

(k − a)(b− a− k), r = 1.

例 2.6. 一维简单随机游走 Sn, S0 = 0. 记 τm = inf {n ⩾ 1 : Sn = m}. 证明:

P(τ1 < +∞) =

 1, r ⩽ 1,
1

r
, r > 1.

E[τ1] =


+∞, r ⩾ 1,

1

2p− 1
, r < 1.

这道题其实是单吸收壁,但我们可以在 x = −n, 1(n ∈ N∗)两处均放置吸收壁,然后让 n → +∞
来进行转化. 双吸收壁模型下记 p(n)为最后在x = 1处吸收概率, T (n) 为粒子被吸收时经过的总时间.
注意到

lim
n→+∞

p(n) = P(τ1 < +∞), lim
n→+∞

E[T (n)] = E[τ1],

这里单调性 (单调收敛定理) 保证其成立. 再结合上述两问题即可.

注. 由此可计算 P(τ0),E[τ0], 另外请读者自行验证: τ2 − τ1 与 τ1 独立同分布 (在 τ1 < +∞ 意义下).
可类推得 τn+1 − τn, τn − τn−1, · · · , τ2 − τ1, τ1 独立同分布 (在 τn < +∞ 意义下). 即为强马氏性. 由
此可得

P(τn < +∞) =

 1, r ⩽ 1,
1

rn
, r > 1.

E[τn] =


+∞, r ⩽ 1,

n

2p− 1
, r > 1.
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因为

P(τn < ∞) = P(τn < ∞, τn−1 < ∞) = P(τn − τn−1 < ∞, τn−1 < ∞) = P(τn − τn−1 < ∞)P(τn−1 < ∞)

= P(τ1 < ∞)P(τn−1 < ∞)

...

= P(τ1 < ∞)k.

及

E[τn] = E

[
n∑

i=2

(τi − τi−1) + τ1

]
=

n∑
i=2

E [[τi − τi−1] + E[τ1] = nE[τ1].

例 2.7. 考虑一质点, 它沿着按一个圆周排列的标以 0, 1, · · · ,m 的 m + 1 个节点移动. 在每一步质
点等概率按顺时针或逆时针方向移动至下一个位置. 现在质点从 0 出发按上述规则移动, 直到节点
1, 2, · · · ,m 均被访问过位置. 求最后一个被访问的节点是 i(1 ⩽ i ⩽ m) 的概率.

解. 考虑首次访问 i 的相邻两节点 i− 1, i+ 1 中之一 (该事件为必然事件).
若节点 i − 1 先于 i + 1 被访问, 因为 i, i + 1 均没有被访问, 所以 i 为最后一个访问点等价于

i + 1 在 i 之前被访问, 而其等价于一维简单对称随机游走中质点从 x = 1 出发并在 x = 0,m 两

处均放置吸收壁的双吸收壁模型上求质点被 m 吸收的概率 (可以将节点 i 为头, 节点 i + 1 为尾的

m+ 1 个点圆弧拉成一条线段), 而问题中已求得其概率为 1

m
.

若节点 i+1 先于 i− 1 被访问, 由对称性同理可知其概率为 1

m
. 利用全概率公式即得最后一个

被访问的节点是 i(1 ⩽ i ⩽ m) 的概率是
1

m
.

3 补充习题

1 Grimmett 3.5.4, 3.11.27, 3.11.28, 5.12.8, 5.12.15

2 平面上一粒子 “向右向上” 随机游走, S0 = 0, Sn = Sn−1 + Xn, n = 1, 2, · · · , 这里 Xi i.i.d

P(Xi = (1, 0)) = P(Xi = (0, 1)) =
1

2
. 记 Cn,m 为粒子从 (0, 0) 到 (mn, n) 且始终在直线 y =

x

m
及其

上方运动的概率. 求

(1) 当 m = 1 时计算 Cn,1;

(2) 当 m = 2 时计算 C3,2, 并验证序列 {Cn,2} 的母函数 G(s) 满足方程

G(s) = 1 +
s

8
G3(s).
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解. (1)旋转 45度后即为在 1维简单对称随机游走模型中求 P(S0 = S2n = 0, S1 ⩾ 0, · · · , S2n−1 ⩾ 0).
该问已在课堂中用数列母函数方法求解过. 也可利用作业题 3.10.1, 结合

P(S0 = S2n = 0, S1 ⩾ 0, · · · , S2n−1 ⩾ 0) = 2P(S0 = 0, S2n+1 = −1, S1 ⩾ 0, · · · , S2n ⩾ 0)

即可. 答案为
(
2n
n

)
4n(n+ 1)

.

(2) C3,2 =
12

29
=

3

128
. 记 ak = 8kCk,2 为符合题意的路径个数. 我们注意到

• 若首次与直线 y =
1

2
x 相交于 (a1, b1), 则必经过 (a1 − 1, b1);

• 若首次与直线 y =
1

2
x+

1

2
相交于 (a2, b2), 则必经过 (a2 − 1, b2);

• 第一步必定向上走至 (0, 1).

这里 ai, bi 为正整数. 对于一条从 (0, 0) 到 (2n, n) 且始终在直线 y =
x

2
及其上方运动的路径, 必有

{(0, 1) → (a2 − 1, b2), (a2, b2) → (a1 − 1, b1), (a1, b1) → (2n, n)}

一一对应, 其中 b1 =
a1
2
, b2 =

a2 + 1

2
且均为正整数. 故对于 G(s) =

∞∑
k=0

ak
8k

sk, 有

an =
∑
b1,b2

ab1−1ab2−b1an−b2 .

所以
an
8n

=
1

8

∑
b1,b2

ab1−1

8b1−1

ab2−b1

8b2−b1

an−b2

8n−b2
.

因此

G(s) = 1 +
s

8
G3(s).

4 Zd 上简单对称随机游走的常返性 ∗

一个醉汉从某点出发, 他总有一个时刻能回到该点. 但是给鸟打一针醉药后, 它做不到. 当然我
们需要假设他们醉到天花板, 一直游走且不会 “寿终”. 该问题即为 Zd 上简单对称随机游走的常返

性问题.

例 4.1. 一质点从原点出发, 在 Zd 上做简单对称随机游走, 若事件 “质点从之后存在某个时刻回到
原点”是必然事件,则称该随机游走是常返的. 试探究 Zd 上简单对称随机游走的常返性与维数 d的

关系.

解. 我们先证明如下引理:
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引理 4.1. 条件同上. 记 p
(n)
00 表示从原点出发的质点, 经过 n 步后又回到原点的概率, 则该随机游走

是常返的当且仅当
∞∑
n=1

p
(n)
00 = +∞.

证明. 定义 N0 =
∞∑
n=1

I{Sn=0} 表示质点经过点 0 的次数, τ km = inf
{
n ⩾ τ k−1

m : Sn = m
}

, τ 0m = 0, ρ0

表示事件 “之后存在某个时刻回到原点” 发生的概率, 显然 0 ⩽ ρ0 ⩽ 1. 由定义知, ρ0 = 1 等价于该

随机游走常返. 由定义知, P(τ 10 − τ 00 < ∞) = ρ0, 同时我们有 τ k+1
m − τ km 与 τ km− τ k−1

m 独立同分布 (即
为强马氏性, 感兴趣者自行验证), 故 τ k+1

m − τ km
d
== τ 1m − τ 0m. 由此可推得

P(N0 ⩾ k) = P(τ k0 < ∞) = P(τ k0 < ∞, τ k−1
0 < ∞) = P(τ k0 − τ k−1

0 < ∞, τ k−1
0 < ∞)

= P(τ k0 − τ k−1
0 < ∞)P(τ k−1

0 < ∞) = P(τ 10 − τ 00 < ∞)P(τ k−1
0 < ∞)

= ρ0P(τ k−1
0 < ∞)

...

= ρk0.

利用 Fubini 定理, 我们有
∞∑
n=1

p
(n)
00 =

∞∑
n=1

E0[I{Sn=0}] = E0[N0] =
∞∑
k=1

P(N0 ⩾ k) =
∞∑
k=1

ρk0.

而

∞∑
k=1

ρk0 =


+∞, ρ0 = 1,

1

1− ρ0
< ∞, 0 ⩽ ρ0 < 1.

故引理得证.

回到原题. 利用 Stirling 公式 n! ∼
√
2nπ

(n
e

)n
(n → ∞), 当 d = 1 时, 有 p

(2n)
00 =

1

4n

(
2n

n

)
=

O(n− 1
2 ), d = 2 时, 若质点在平面沿上下左右方向游走后回到原点, 则其向上与向下的步数相等, 向

左与向右的步数相等, 且向上和向右的步数和为 n. 故有

p
(2n)
00 =

1

42n

n∑
k=0

((2n)!)

k!k!(n− k)!(n− k)!
=

1

42n

(
2n

n

) n∑
k=0

(
n

k

)2

=
1

16n

(
2n

n

)2

= O(n−1).

这里

n∑
k=0

(
n

k

)2

=
n∑

k=0

(
n

k

)(
n

n− k

)
=

(
2n

n

)
. d ⩾ 3 时, 我们有

p
(2n+1)
00 = 0,

p
(2n)
00 =

∑
i1,··· ,id−1⩾0
i1+···+id−1⩽n

(2n)!

(i1!)2(i2!)2 · · · (id−1!)2((n− i1 − · · · − id−1)!)2
(2d)−2n
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= 2−2n

(
2n

n

) ∑
i1,··· ,id−1⩾0
i1+···+id−1⩽n

(
d−n n!

i1!i2! · · · id−1!(n− i1 − · · · − id−1)!

)2

⩽ 2−2n

(
2n

n

)
max

i1,··· ,id−1⩾0
i1+···+id−1⩽n

(
d−n n!

i1!i2! · · · id−1!(n− i1 − · · · − id−1)!

)

×
∑

i1,··· ,id−1⩾0
i1+···+id−1⩽n

d−n n!

i1!i2! · · · id−1!(n− i1 − · · · − id−1)!

一方面, ∑
i1,··· ,id−1⩾0
i1+···+id−1⩽n

n!

i1!i2! · · · id−1!(n− i1 − · · · − id−1)!
= (1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸

d个

)n = dn.

另一方面, 存在 C1 > 0, 使得

max
i1,··· ,id−1⩾0
i1+···+id−1⩽n

(
d−n n!

i1!i2! · · · id−1!(n− i1 − · · · − id−1)!

)
⩽ C1d

−n n!(
n
d
!
)d

利用 Stirling 公式, 我们有

C1d
−n n!(

n
d
!
)d n→∞−−−→ d−n nn

(
(
n
d

)n/d
)d

√
n

(n
d
)d

1

(2π)
d−1
2

⩽ C2n
− d−1

2 ,

其中 C2 为大于 0 的常数. 再由 Stirling 公式知,

p
(2n)
00 = C22

−2n

(
2n

n

)
n− d−1

2 ⩽ C3n
− d

2 ,

其中 C3 为大于 0 的常数. 所以
p
(n)
00 = O(n− d

2 ) (n → ∞).

因此
∞∑
n=1

p
(n)
00 =

+∞, d = 1, 2,

< ∞, d ⩾ 3.

由引理 4.1 知, d = 1, 2 时该随机游走常返, d ⩾ 3 时该随机游走不常返.
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